Exercices avec solutions : LES EQUATIONS DIFFERENTIELLES 
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LES EQUATIONS DIFFERENTIELLES 


Exercicel : soit l’équation différentielle 
(E): y"+4y=0 

1)Résoudre l’équation différentielle (E) 
2)Déterminer la solution g qui vérifie : 


g(0)=1 et g'(0)=2 

Solution : (w= 2) 1) la solution générale de 

l'équation différentielle (E) est : 

La fonction : F (x) = acos 2x +bsin2xoù a et B sont des 


réels 


2) F'(x) =—2asin2x+2bcos2x VxeR 


[F1 a=1 
Don: | a 


a=l 
© © 
F'(0)=2 |2b=2 
On peut écrire F(x) sous la forme : F(x) -VZsin( 2x42) 
4 


Donc : F(x)=cos2x+sin 2x 


Exercice2 : Résoudre les équations différentielles 
suivantes :1) (E1): y=3y 2) (E2): y- y =0 
Solution :1) La solution générale de l’équation 
différentielle (E1): est l’ensemble des fonctions : 


x— y(x)= 2e" où 1 est un réel. 


2) (E2): y'— y =0 (E2): y'= 1ly 
La solution générale de l’équation différentielle (E2): est 


l’ensemble des fonctions : x — y(x) = 2e” où À est un réel. 
Exercices :Résoudre l’équations différentielle suivante : 


(E):2y'-4y-3=0 


Solution : (E):2y'-4y-3-02y =4y+3 


4 
= H ey =+ 


< 
à 2 


on a donc ; a=2 et b= > 
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La solution générale de l’équation différentielle (E) : est 


Pensemble des fonctions : 


3 
x 4e —= Où 1 est un réel. 


Exercice :soit l’équations différentielle suivante : 
-1 

(Eje 7 +37-1=0 

1)Résoudre l’équation différentielle (E) 

2) Déterminer la solution f de (E) 


Telle que f'(0) =—2, 


Solution D(E): $y +3y-1=0S y'=-6y+2 


Donc : a =—6et b=2 
La solution générale de l’équation différentielle (E): est 
l’ensemble des fonctions : 


xH Le +3 Où 1 est un réel. 


2) f(x)= Ae™*+3 On va calculer : f'(x) 


(46% +3) =—64e® 


f'(x) 
f'(0)=-2 < 64e" -281-> 


Donc: f ( x) = es +3 c’est la solution de (E) qui vérifie la 


condition initiale 
Exercice5 : Considérons les équations différentielles 


(Eo): y'— y = 0 et (E) :y'—-y=2x2+x 


1- Résoudre l’équation différentielle (Eo) 

2- a) Soit P une fonction polynôme, quel sera le degré de P 
afin que P soit une solution de (E) 

b) Déterminer le polynôme P pour que P soit une solution 
de (E) 

c) Montrer que : y est solution de (E) si et seulement si (y — 
P) est solution de (E) 

d) En déduire la solution générale de 


L’équation (E) 


3) déterminer la solution o de (E) telle que ø (0) = 2 


Exercice6 :1) Résoudre l’équations différentielle 
suivante : (E): y"—7y'+12y=0 

2) Déterminer la solution f de (E) 

Telle que f (0) =0et f (0) =] 


Solution :1) l'équation Caractéristique de(E ) est : 


(Es): r°—7r+12=0 


Ona: A=1 donc l’équation (E:) a deux racines : r, et r, 


réelles et distinctes : 7 =3 et r, =4 
Donc les solutions de l’équation (E) sont les fonctions : 


y(x)= ae* + Be* où & et p réels 
2) f (x) = ae" + Be” 
F'(x) = (ae + Be™ ) = 4e“ +3Be* 


a ofiri ofiz 


f'(0) 4a+3B=1 4a -3a =1 a=l1 


Donc : f (x) = 6 —e™ c’est la solution de (E) qui vérifie 


les conditions initiales 
Exercice7 :1) Résoudre l’équations différentielle 


suivante : (E): y"—2y'+y=0 
2) Déterminer la solution f de (E) 
Telle que f (0) =0et f '(0) =1 


Solution :1) équation Caractéristique de(E ) est : 


(E): r —2r+1=0 


Ona: A=0 donc l’équation (E1) admet une racine double 


—b 
r Z 


==] 
° 2a 


Donc les solutions de l’équation (E) sont les fonctions : 


y(x)=(ax+B)e"où a et P réels 


2) f(x)=(ax+B}e* 
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! 


f'(x)=((ax+ je) =((ax+ 8) e +(ax+ 8)(e') 
f'(x)=(ax+a+ Be 
DE (7 


f'(0)=1 7 la+p=1 la=i 
Donc : f(x) = (1x+0)e* donc : f(x) = xe” 


C’est la solution de (E) qui vérifie les conditions initiales. 
Exercice8 :1) Résoudre l’équations différentielle 


suivante : (E): y"—-4y"+13y =0 

2) Déterminer la solution f de (E) 

Telle que f (0) =0et f'(0)=1 

Solution :1) l'équation Caractéristique de(E ) est : 


(E): r° —4r+13=0Ona: A=-36=(6i) 


donc l’équation (E1) a deux racines Z, et Z, complexes 


4+i6 et r. = donc 


conjugués et on a: z = > 


z =2+3i= p+iq 
Donc les solutions de l’équation (E) sont les fonctions : 


y(x) =e™ (æcos3x+ Bsin3x)où æ et B réels 

2) f (x)=e™ (a cos3x+ Bsin3x) 

f'(x) =(e™ (æcos3x+ Bsin3x)) 

= (e™) (acos3x+ Bsin3x)+e* (acos3x+ Bsin3x) 

=2e™ (acos3x+ Bsin3x)+e”(-3œsin3x+3Bcos3x) 
f'(x) = € (2acos3x + 2Bsin 3x- 3asin 3x + 3Bcos3x) 


f'(x)=e"((2a+38)cos3x+(28-3a)sin3x) 
f(0)=0 a=0 = 
roje” Bariga” == 

Donc : f(x)=e** (oxcos 3x+ sin 5x) = A sin 3x 


c’est la solution de (E) qui vérifie les conditions initiales 


2 


Exercice9 : Résoudre les équations différentielles Fe = k = | B = -3 
suivantes : <> 


1) y'=7y-5 avec y(0) = — 
Donc : æ = -15 ; p =- 
2y"-15y'+ 56y =0 avec: y'(0)=9 ; (0) = 3 


Donc : la solution de l’équation qui vérifie les conditions 


3)y "+ 14y '+ 49y = 0 avec : y'(0)=6 ; y(0) = -3 initiales est y(x) = (-15z - 3) e TT 
4) ty Eu =0 avec : y'(0)=6 ; y(0) = 4 4) ty Eu 0 avec : y'(0) =6 ; y(0) = -4 


. Pé tion C téristi de l’équati t: 
Solutions : 1) y'=7y-5 Donc les solutions de RE a 


1 
P équation (E) sont les fonctions : r? +y+ == = 0 on trouve : z = => -Åi etz = 73 Hi 
y(x) = Ae”? + = (AER) 
1 
75? 3 . (3 
On a :y(0) = À E = —6 donc : À = -2 Donc : (œp) € R?) y(x)=e ? faox(às)+ fain(3e) 


Donc : la solution de l’équation qui vérifie les conditions : ; 
où & et p réels 


_47 5 
initiales est : |y(z) = -= €? += 
7 7 3 
y'(x) --te 72°] acos - + Bsinl © 
2)y"—15y"+ 56y = 0 avec: y'(0) =9 ; y(0) = -3 
l'équation Caractéristique de l’équation est : + { as z] paf? J 
2 _15y +56 =0 donc : r = 7 et n =8 
ga y(0) = —4 y(0) = a a = 4 
Donc : y(x) = ae” + Be” où à et p réels HO = (0 =-La+2 8 A 3 3-6 
2 2 2 2 
Donc : y'(£) = 7æe'” + 8e?” g 
Donc : & = —4 Fe 
y(0) = x + B y(0) = -3 | 7 
| i Donc : la solution de l’équation qui vérifie les conditions 
POS TEERR QE initiales est 


a + p=-3 
Donc : donc : P = 30 ; æ = -33 Donc: la 
7a +8p =9 


solution de l’équation qui vérifie les conditions initiales est:  |Exercice10 : Résoudre les équations différentielles 


— 22,7% 8x suivantes : 
ylz) ag 33e + 30e 1) 2y" + y'— 3y = 0 2) y" al. 2y' + 2y = 0 


Dy"+ 14y'+ 49y = 0 avec: y'(0)=6; y(0)=-3 |y" +4 t4y=0  4y"12y=0 
« C’est en forgeant que l’on devient forgeron » 


l’équation Caractéristique de l’équation est : Dit un proverbe. 


r+ 14y + 49 = 0 donc : r = —7 C’est en s entraînant régulièrement 


n w ( B) R?) =at p) a Aux calculs et exercices Que l'on devient 
es solutions : [(a:; p) € y(x) = (ax e 


Un mathématicien 


y'(x)= ae"? — 7(ax + p)” 


I1% 
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